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1 Introduzione

«Le probabili impossibilita sono da
preferire alle improbabili possibilita.»
Aristotele

Il gioco d'azzardo vanta origini assai antiche.
Numerosi ritrovamenti archeologici attestano la
presenza di dadi, o oggetti assimilabili a quelli,
sepolti nelle tombe d'Oriente. Anche nella vi-
cina Grecia, culla della cultura occidentale, era
diffuso questo passatempo in un lontano pas-
sato: la ceramica pit famosa del mondo antico
é quella a figure nere di Exechias, conservata ai
Musei Vaticani, in cui Achille e Aiace giocano
ai dadi ("Il riposo del guerriero”, Exechias).

Ed é proprio da questo oggetto, il dado, che ha origine |'aggettivo “aleatorio”. No, scusate,
vi abbiamo in parte mentito...E vero che il neutro “alea” identifica in latino il “dado”, ma
il termine presenta un etimo verbale: dal participio “datum”, ovvero “lanciato”. Insomma, i
grandi imperi orientali, i Greci antichi e i nostri avi latini giocavano d'azzardo.

Era lI'autunno del 50 a.C. quando Cesare, di ritorno dalla campagna di Gallia, era in procinto
di varcare il Rubicone con i suoi miles: il Senato gli aveva ordinato di rimettere i poteri della
Gallia Cisalpina e di rientrare a Roma disarmato. «Alea iacta est» (o «’Aveppipto x0Boc»
secondo le Vite parallele di Plutarco). Comunque lo abbia pronunciato, doveva suonare pit o
meno cosi: «ll dado é tratto».

L'imperator era proprio deciso a mettere in campo le proprie capacita, giocandosi una
partita contro la Fortuna e |'avversario Pompeo, pur di raggiungere il potere. ..

Tuttavia, nemmeno Cesare poteva immaginarsi quanto spessore avrebbe acquisito mate-
maticamente la parola “alea” (o “x0Poc” in greco) nel lontano e postumo XIX secolo.

La dispensa si propone di fornire uno strumento di consolidamento e ripasso degli argomenti
riguardanti il calcolo combinatorio e il calcolo della probabilita previsti dalla programmazione
del quarto anno al liceo scientifico. Si troveranno due sezioni con esercizi e problemi svolti
tratti dal volume “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone, Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli,
2013" o da diverse prove di maturita indicate specificamente nel testo di volta in volta. Inoltre
il documento consta di due tavole riassuntive dei concetti e delle formule utili raccolti rispet-
tivamente in un glossario e in un formulario. Infine, si potranno osservare due mappe mentali
relative al calcolo combinatorio e al calcolo della probabilita.

Gli autori,
Virginia Alberini
Luca Cantoni
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2 Esercizi e problemi di riepilogo

«Se cosi ¢ stato, cosi ha potuto essere;

se cosi sard, cosi potrebbe essere;

ma siccome non &, non é. Questa é logica.»
Lewis Carroll

2.1 Calcolo combinatorio

2.1.1 Combinazioni con ripetizione

In quanti modi diversi possiamo distribuire otto tavolette di cioccolato a cinque bambini,
sapendo che possiamo assegnare a qualche bambino pit di una tavoletta?

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. @32 n. 131)

Risoluzione In questo caso dobbiamo utilizzare le combinazioni con ripetizione: infatti, le
tavolette non sono matematicamente distinguibili e a ciascuno dei bambini possiamo assegnare
pitu di una tavoletta; il problema ¢é analogo a quello che prevede di distribuire un certo numero
di palline tutte uguali e indistinguibili in cassetti numerati, potendo riporre anche piu di una
pallina all'interno di ciascun cassetto. Consideriamo percido k =8 e n =5.

12 12 12-11-10-9
C,n+k71,k = C/5+871,8 - <8> = (4> = T = 495

2.1.2 Disposizioni con ripetizione

Trova in quanti modi si possono riporre quattro oggetti distinti in sei scatole diverse
sapendo che é possibile riporre in una scatola piti oggetti.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. @39 n. 215)

Risoluzione |l fatto che il testo del problema parli di oggetti distinti indica che occorre usare
una disposizione con ripetizione perché in una scatola possono essere riposti pitl oggetti.

D'6.4 = 6* = 1296.

6
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~l

2.1.3 Permutazioni con ripetizione

Calcola quante sigle di 10 elementi si possono costruire se per i primi cinque posti
utilizziamo tre lettere A e due lettere B e per gli altri cinque posti tre cifre 1 e due cifre
0.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. «39 n. 227)

Risoluzione Per entrambi i gruppi di cinque simboli si usano le permutazioni con ripetizione;
il numero totale di sigle di 10 elementi cosi costruite &

51 51
30.21 31.21

2.1.4 Disposizioni semplici

In quanti modi si possono mettere cinque oggetti diversi in sette cassetti, in modo che
in ogni cassetto al massimo vi sia un oggetto?

PP . PP = = 100.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. @39 n. 232)

\

Risoluzione Si rientra nel caso delle disposizioni semplici caratterizzate per la diversita di
almeno un elemento e per I'ordine. Il fatto che nel testo vi sia scritto al massimo ci indica che
dobbiamo considerare un raggruppamento senza ripetizione (disposizioni semplici).

D;5s=7-6-5-4.3=2520.

Utilizziamo le disposizioni poiché abbiamo interesse sia nell’ordine sia in quali elementi
poniamo in ogni classe: occorre immaginare di disporre di tante etichette diverse quanti sono
i diversi cassetti e di poter assegnare ciascuna di esse a un oggetto. Non utilizziamo le
combinazioni perché gli oggetti sono diversi, dunque distinguibili: I'uno non vale I'altro.

2.1.5 Permutazioni con ripetizione

Calcola in quanti modi possono disporsi in fila tre gettoni rossi e quattro gialli se il primo
gettone deve essere rosso.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. @39 n. 233)

\

Risoluzione Anche in questo caso si utilizzano le permutazioni: infatti, dovendo disporre
in fila tutti gli elementi, conta solo I'ordine in cui essi sono posizionati; inoltre, essendoci
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N

pil gettoni dello stesso colore, & necessario considerare un raggruppamento con ripetizione.

Va poi considerato il fatto che il primo posto € gia occupato da un gettone rosso: & come se

considerassimo un insieme non pitt composto di 7 gettoni, ma di 6, in cui i rossi si ripetono non

pit 3 volte, ma solo 2. Calcoliamo il risultato usando percio le permutazioni con ripetizione:
6!

(24) _ _
PV = s = 15

2.1.6 Combinazioni semplici

A un gruppo di dieci amici, fra i quali ci sono Marta e Luca, vengono regalati quattro
biglietti per un concerto. In quanti modi possono essere scelti i quattro amici che
andranno allo spettacolo, se Marta non vuole andare senza Luca, mentre Luca ¢ disposto
ad andare anche senza Marta?

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. «41 n. 255)

\

Risoluzione Occorre distinguere due casi:

1. Se Marta va al concerto, deve andare anche Luca. Cid significa che 2 posti sono gia
fissati e ne rimangono 2 per i restanti 8: si tratta di una combinazione semplice di 8

elementi distinti di classe 2: "

827 6121

2. Se Marta non va al concerto, Luca pud andare comunque. Questa volta si tratta di una
combinazione semplice di 9 elementi di classe 4:

9l
Co = ——

51.41°

Tutte le possibili combinazioni si ottengono sommando i due risultati parziali: si esegue la
somma perché gli eventi “Marta va" e “Marta non va" sono indipendenti.
8! ]

e T

Cgo+ Cou =

2.1.7 Disposizioni semplici e con ripetizione

Determina quante sigle di sette elementi formate da quattro lettere distinte, fra le
ventuno lettere dell’alfabeto, seguite da tre cifre anche ripetute & possibile scrivere.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. a42 n. 258)

\

Risoluzione Consideriamo i quattro posti da riservare a 4 delle 21 lettere dell'alfabeto. Esse
devono essere disposte, senza ripetersi, a gruppi di 4: ci interessa sia quali lettere inseriamo in
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ciascun gruppo, sia in che ordine esse sono disposte. Quindi tutti i possibili gruppi di 4 lettere
scelte tra le 21 dell'alfabeto senza ripetizione sono Ds; 4.

Per calcolare i possibili raggruppamenti di 3 delle 10 cifre, anche ripetute, usiamo le disposi-
zioni con ripetizione, Dij 5.

Il risultato di tutte le possibili stringhe che possiamo creare é dato dall’espressione che segue:

21!

i 10% = 143640 000.

/
D21,4 ) D10,3 =

2.2 Calcolo della probabilita

2.2.1 Probabilita e calcolo combinatorio

Un urna contiene 13 palline numerate da 1 a 13. Si estraggono contemporaneamente
due palline. Calcola la probabilita che:

1. escano due numeri pari;
2. escano due numeri maggiori di 9;
3. esca un numero pari e uno dispari;

4. esca il numero 5 e uno qualunque degli altri numeri.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. @80 n. 32)

Risoluzione La risoluzione si articola nei seguenti passaggi.

1. Calcola la probabilita che escano 2 pari. | casi possibili sono rappresentati dalle com-
binazioni semplici di 13 elementi, classe 2, ovvero G35 = 78: n = 13 é dato da tutti
i numeri pari estraibili, mentre k = 2 dipende sempre dal numero di estrazioni effettuate.

| casi favorevoli sono rappresentati dai numeri 2,4,6,8,10,12 ovvero dalla combina-
zione semplice di 6 elementi, sempre di classe 2, G .

La probabilita é data dal rapporto tra casi favorevoli e casi possibili:

Go 15 5

P=Ch, 78 26

2. Calcola la probabilita che escano due numeri maggiori di 9.

| casi favorevoli sono rappresentati dai numeri 10,11,12,13 e la probabilita relativa a
tale evento & dunque
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3. Calcola la probabilita che esca un numero pari e un numero dispari.

6 7 7
13 12 13
4. Calcola la probabilita che esca il numero 5 e un altro numero. In questo caso un numero

(potremmo dire impropriamente un “posto”) & gia fissato, quindi ne rimane un solo un
altro per i restanti 12 numeri:

p=2

1 12 2

9. L. _
P 13 12 13

2.2.2 Concezione statistica della probabilita

Un'urna contiene 8 palline gialle, 7 rosse e 5 verdi. Si effettuano 400 estrazioni, rimet-
tendo ogni volta la pallina estratta nell'urna. Calcola quante volte in media possono
presentarsi la pallina gialla, quella rossa e la verde.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. a81 n. 38)

Risoluzione Innanzi tutto occorre calcolare la probabilita di estrarre la pallina rossa, gialla
e quella verde dallo spazio campionario di 20 palline.

p(G) = %
p(R) = %
p(V) = 25—0-

Per calcolare quante volte, in media, possiamo estrarre una pallina gialla, rossa o verde in
400 estrazioni (con reimbussolamento) bisogna moltiplicare le rispettive probabilita per il nu-
mero di estrazioni totale:

2.2.3 Probabilita soggettiva

Due tifosi A e B fanno una scommessa di 10 euro sull’esito di una partita di basket. B
scommette sulla vittoria e la sua posta & di 7 euro, mentre A scommette sulla sconfitta
e la sua posta é di 3 euro. Calcola la probabilitad che B attribuisce alla sconfitta.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. a82 n. 44)
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Risoluzione La probabilita di un evento é la misura del grado di fiducia che una persona
attribuisce al verificarsi dell'evento, secondo la sua opinione. Il valore si ottiene effettuando il
rapporto tra la somma P che si é disposti a pagare, in una scommessa, e la somma V che si
ricevera nel caso |'evento si verifichi.

2.2.4 Somma logica di eventi

Si estraggono contemporaneamente tre carte da un mazzo da 40 carte. Calcola la
probabilita che si presentino:

—_

. tre figure o tre carte di due semi fissati;
2. tre figure o tre re;
3. tre carte di due semi fissati o tre sette;
4. almeno due figure;

5. almeno una figura.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. 85 n. 69)

Risoluzione

1. Nella richiesta notiamo la congiunzione “0”, che indica matematicamente |'operazione
logica di unione (U).

Consideriamo i due eventi E;: “Escono tre figure” e E,: “Escono tre carte di due semi
fissati”. Inoltre, calcoliamo il numero dei casi possibili (che sara valido per l'intero pro-
blema) con le combinazioni semplici di 40 carte, classe 3, Gy 3.

Le figure in un mazzo da 40 carte sono 12, per cui tutte le possibili terne (k = 3)
di 12 figure sono le combinazioni semplici di 12 elementi, classe 3, Ci23.

Le carte di due semi fissati sono al piu 20: le possibili terne di carte appartenenti a
2 semi fissati sono le combinazioni semplici di 20 elementi, classe 3, Cyg 3.

Infine, per il primo punto, occorre considerare |'evento intersezione E; N E,: infatti
la probabilita dell’'unione di due eventi é

p(E1U E) = p(E1) + p(E2) — p(E1 N E2).

Per calcolare i casi favorevoli a E; N E; si considerino le sole 6 figure di due semi fissati:
i casi favorevoli sono quindi G 3.

Cosi la probabilita dell’'evento unione ¢
Cia3 . Cosz  Gosz _ 67

PlELUER) = p(Er) + p(E2) = p(EL M E2) = Cios  Cawos Caos 494
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2. Di nuovo, consideriamo due eventi E;: “Escono tre figure” e E3: “Escono tre re. Notiamo
che I'insieme corrispondente ad E, é sottoinsieme di E; (E3 C Ep): per questa ragione
la probabilita della somma dei due eventi risulta essere semplicemente la probabilita
dell’evento che contiene I'altro, ovvero p(E;). Infatti si avrebbe

p(Ey U Es) = p(E1) + p(Es) — p(E1 N Es),

ma p(E3) = p(E; N E3) perché E3 C E;. Rimane dunque

Cpsz 11

p(E1 U E3) = p(E1) = C4073 = 201"

3. Per il terzo quesito consideriamo gli eventi Ep: “Escono tre carte di due semi fissati”’ e
E,: “Escono tre 7. | due eventi sono stocasticamente indipendenti (E; N E; = @) e
la probabilita della somma dei due eventi corrisponde alla somma delle probabilita dei
singoli eventi:

Cao,3 n Gz 11

Cio3z  Caosz 95

p(E2U E1) = p(E2) + p(Ea) =

4. L'evento Es: “Escono almeno due figure” indica che su tre estrazioni consideriamo i casi
in cui compaiono due o tre figure, ma tali due casi sono tra loro incompatibili: infatti o
escono due figure (Eg) o ne escono tre (E;). Questo ci dice che la probabilita dell'evento
Es ¢ data dalla somma delle probabilita degli eventi Eg e E;.

Abbiamo gia calcolato la probabilita di £;, p(E;) =

La probabilita che escano due figure su tre estrazioni &

e -3 (2.12.2)

La moltiplicazione per 3 ¢é giustificata dal fatto che la carta “non figura” puo uscire alla
prima, alla seconda o alla terza estrazione. Avremo quindi

C 12 11 2 1
ﬁﬁ_( 8)_57
Cao3

p(Es UE) = 40 39 38

2470

5. Infine, la probabilitad dell'evento E;: “Esce almeno una figura” si calcola con I'evento
contrario, ovvero sottraendo alla probabilita dell’evento certo quella dell’evento contrario
(considerando che le carte “non figure” sono 28), in questo modo:

= C283 127
E2)=1—-p(E7)=1— —F = —.
p(E7) p(E7) Cios 190

2.2.5 Probabilita condizionata

Calcola la probabilita che, lanciando quattro monete, la faccia testa esca due volte,
sapendo che é uscita almeno una volta.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. 87 n. 82)
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Risoluzione
1. Consideriamo gli eventi E;: “T esce due volte” e E;: “T esce almeno una volta”.

2. Per trovare E, bisogna sottrarre alla probabilita totale, cioé 1, la probabilita contraria
(ovvero “T non esce mai”).

— 1 15
3. La probabilita p(E;) & data dalla probabilita dell'intersezione p(E; N Ey): infatti va
considerato che E; C E,, quindi p(E; N E2) = p(E1).

4. Per trovare il valore di p(E;) é opportuno utilizzare lo schema delle prove ripetute, in
cui I'evento “Esce T" deve avere 2 successi (k = 2) su 4 tentativi (n = 4), con una
probabilita di riuscita pari alla probabilita di insuccesso (p = g = %)

4\ [(1\* /1) 3
E — . — . - = —.
iE-5)-(2) () -
5. Ora non resta che applicare la formula della probabilita condizionata che, essendo E; C
E,, si riduce a

2
E\E) = =—.—=-.
p(E:1|E2) P 5

2.2.6 Somma e prodotto logico

Si hanno due urne. La prima contiene 4 palline bianche e 6 rosse, la seconda ne contiene
3 bianche e 5 rosse. Calcola la probabilita che, estraendo una pallina da ciascuna urna,
esse siano:

1. entrambe bianche;
2. bianca dalla prima urna e rossa dalla seconda;

3. una bianca e una rossa.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. a91 n. 101)

Risoluzione

1. Entrambe bianche.

_ 4 3_3
P=108~ 20

2. Bianca dalla prima urna e rossa dalla seconda.

4 5 1

P08 4
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3. Una bianca e una rossa.

4 5 6 3 19

P=10°8" 10 8 0

2.2.7 Schema delle prove ripetute

Un urna contiene due palline bianche (B: “Esce una pallina bianca”) e tre nere (N:
“Esce una pallina nera”). Calcola la probabilita che, estraendo per 7 volte consecutive
una pallina, rimettendo quella estratta nell’'urna, la pallina bianca si presenti

1. solo la prima volta;
2. una volta;
3. cinque volte;

4. sempre.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. @93 n. 108)

\. .

2
Risoluzione Consideriamo prima di risolvere il problema che p(B) = T © che p(N) = 5

1. ... solo la prima volta.

2. ... una volta.
Utilizziamo lo schema di Bernoulli, ovvero lo schema delle prove ripetute.

[T\ 2 3° 70 2 3° 7.2.3% 14.3°
P=\1)'5'5 T6l-1' 55 5 5

3. ... cinque volte.
Di nuovo, lo schema di Bernoulli.

L7\ 25 32 21.25.32 6048
P=\s) 5 '5 = 5 T 57"

4. ... sempre.
Schema di Bernoulli

5. ... mai.
Schema di Bernoulli
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6. ... almeno una volta.
In questo caso bisogna sottrarre alla probabilita totale la probabilita dell’evento B: “Non
esce alcuna pallina bianca”.

2.2.8 Disintegrazione

Un'impresa intende pubblicizzare un suo prodotto in tre piazze diverse distribuendo
campioni omaggio. Nella prima piazza distribuisce 5000 campioni, nella seconda 15000
e nella terza 20000. Nella prima piazza il prodotto ha la probabilita dell’'80% di essere
apprezzato, nella seconda il 50% e nella terza il 20%. Calcola la probabilita che il
prodotto sia nel complesso apprezzato.

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. @94 n. 121)

\. J

Risoluzione Per risolvere un tipico problema di disintegrazione utilizziamo un grafo ad albe-
ro, utile per visualizzare sinteticamente la situazione descritta. Indichiamo con “A" il prodotto
apprezzato, con “NA" il prodotto non apprezzato.

ool

Per calcolare la probabilita che il prodot-
to sia apprezzato é sufficiente seguire i
rami del grafo che conducono ad “A",
moltiplicando i valori ad essi associati:

0.8 02 05 05 0.2 0.8 1 3 4 31
— Z.0.842.054--02 = > — 38.75%.
/\ /\ /\ p=g08+505+202=  =3875%

NA A NA A

2.2.9 Teorema di Bayes

Due processi produttivi A e B producono rispettivamente il 40% e il 60% della produ-
zione totale. Durante un controllo si rileva che i pezzi difettosi di A sono il 5% e quelli
di B sono il 3%. Calcola la probabilita che un pezzo non difettoso immesso sul mercato
provenga dal primo processo produttivo.

0Ol
olw

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. «95 n. 132)

Risoluzione Anche in questo caso ¢ utile creare un grafo ad albero. Indichiamo con “OK" i
pezzi non difettosi, “NO" i pezzi difettosi.
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40% 60% Per calcolare la probabilita che un pezzo
non difettoso (“OK") provenga dal processo

produttivo A é

A B
0.40 - 0.95 190
0 O . . _ — = > 395%,
5&/ &54 34/ &M P~ (0.40-0.95) + (0.60-0.97) ~ 481 "
NO K

OK NO o

2.2.10 Di nuovo alea: il problema del dado

Un dado viene lanciato in aria tre volte.
1. Qual ¢ la probabilita che escano tre numeri pari?
2. Quante sono le terne formate da tre numeri pari?
3. Qual & la probabilita di ottenere la faccia con il numero 2 almeno una volta?

4. Quante volte si devono lanciare i dadi affinché la probabilita di ottenere 2 almeno
una volta sia il 60%?

(Tratto da “G. Barozzi, M. Bergamini, A. Tifone,
Matematica.blu 2.0, 4, Zanichelli, 2013", p. «102 n. 182)

Risoluzione

1. Per la prima richiesta occorre considerare che ad ogni lancio i numeri pari che possono
uscire sono 3 su 6:

2. | numeri pari in un dado sono P = {2,4,6}. Occorre ora calcolare tutte le possibili terne
che questi tre numeri possono formare: esse possono essere calcolate come disposizioni
con ripetizione:

Dl373 - 33 - 27

3. Consideriamo l'evento E,: “Esce almeno 1 volta la faccia 2". Possiamo calcolare la
probabilita di £, con I'evento contrario, secondo la relazione p(E) = 1 — p(E). Consi-
deriamo dunque I'evento contrario E,: “Non esce mai la faccia 2". La probabilita di E,
puo essere calcolata con lo schema delle prove ripetute.

1 _
La probabilita che esca 2 in ogni lancio & sempre p(2) = 6 La probabilita di E,

@m0 1) ()

e
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La probabilita di E, risulta essere

= 5\° o1
P(Ez)—l_Ez—l—(g) =216’

Consideriamo ancora |'evento E,: “Esce almeno 1 volta la faccia 2. Per trovare il numero
di lanci a cui corrisponde una probabilita di E, del 60% usiamo lo schema delle prove
ripetute in modo inverso, ovvero ponendo come incognita |'esponente n e risolvendo con
un logaritmo.

p(E2) =1 —p(E)

Poiché il numero n di lanci deve essere intero, prendiamo il primo intero n tale che
n > p(Ey), ovvero 6: quindi n = 6.



3 Quesiti dalla maturita

«Le probabilita di incontrare qualcuno che conosci
aumentano quando sei con qualcuno

con cui non vuoi essere visto.»

Legge di Murphy

Una classe é composta di 12 ragazzi e 4 ragazze. Tra i sedici allievi se ne scelgono tre
a caso: qual é la probabilita che essi siano tutti maschi?

(Tratto dalla prova di maturita “sperim PNI 2001 - Q8")

Risoluzione Bisogna considerare che vi sono tre estrazioni senza reimbussolamento, ovvero
lo spazio campionario riduce ad ogni estrazione la propria cardinalita di un'unita.

12
Alla prima estrazione la probabilita che I'alunno sia un maschio (M;) é p(M;) = T
. e s 11
Alla seconda estrazione tale probabilita sara p(M,) = v
. deex o . 10
Alla terza estrazione la probabilita si ridurra a p(Ms) = 1

Per ottenere il risultato bastera poi svolgere il prodotto delle tre probabilita ottenute, ovvero

: )_12 11 10 11
PAM) =16 15 12~ 28

3.2 Quesito

Il seguente & uno dei celebri problemi del Cavaliere di Méré (1610 - 1685), amico di
Blaise Pascal: giocando a dadi é pit probabile ottenere almeno una volta 1 con 4 lanci
di un solo dado, oppure almeno un doppio 1 con 24 lanci di due dadi?

(Tratto dalla prova di maturita “sperim PNI 2002 - Q2")

. J

Risoluzione Posto E l'evento “esce 1", consideriamo |'evento contrario E, cioé che 1 non
esca.

18
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— 1 5
Ey=1--=">
percio la probabilita che effettuando 4 lanci il numero 1 non esca mai é data da

Per trovare la probabilita che esca 1 almeno una volta su 4 lanci bisogna sottrarre p(E,) alla
probabilita totale, ovvero 1:

_ 5\* 671
E,)=1—-p(Es)=1—| =) =—==0.52
p(Ea) P(Es) (6) 1296
Ora occorre calcolare la probabilita che lanciando due dadi esca almeno due volte 1 (p(E,)),
cioé: 11 1
E)=- --=_—.
In questo modo ¢ possibile trovare |'evento contrario, cioé che non esca 1
— 35
Er)=1-p(E)=—
p(E2) p(E2) 36

Come nel caso precedente, la probabilita che effettuando 24 lanci il numero 1 non esca mai é

data da o
— 35
p(E24) = (%) :

Per trovare la probabilitd che venga un doppio 1 almeno una volta bisogna sottrarre alla
probabilita totale, dunque 1, p(E»4), ottenendo cosi

35

24
p(Eos) =1 —p(Esy) =1 — (%> =~ 0.49.

Dai risultati ottenuti si pud notare che é pit probabile ottenere almeno una volta 1 con 4 lanci
di un solo dado (E,).

Assumendo che i risultati - X, 1, 2 - delle 13 partite del Totocalcio siano equiprobabili,
calcolare la probabilita che tutte le partite, eccetto una, terminino in parita.

(Tratto dalla prova di maturita “sperim PNI 2002 - Q3")

Risoluzione La probabilita che una partita finisca sul pari & di p(P) = 3 di conseguenza la

= 2
probabilita degli altri due risultati varra p(P) = 3

Utilizzando lo schema delle prove ripetute, ovvero

n _
p(k,n) = (k> pk . qn k’
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n rappresenta la partite totali, cioé 13, k i risultati azzeccati, in questo caso 12, p = p(P)
e g =p(P):

13\ 1 131 13 1\? /2 26 s
P(12,13)=(12>'P - q =\ 3 |3 =ﬁ:1.6><10 )

Tre scatole A, B e C contengono lampade prodotte da una certa fabbrica di cui alcune
difettose. A contiene 2000 lampade con il 5% di esse difettose, B ne contiene 500 con
il 20% difettose e C ne contiene 1000 con il 10% difettose. Si sceglie una scatola a
caso e si estrae a caso una lampada. Qual & la probabilita che essa sia difettosa?

(Tratto dalla prova di maturita “sperim PNI 2003 - Q2")

Risoluzione Per risolvere questo problema é opportuno affidarsi allo schema delle prove ri-
petute, o di Bernoulli, utilizzando un diagramma ad albero: indichiamo con D le lampade
difettose, con D quelle non difettose.

1 1
3 1 3
3
La probabilita totale sarad dunque
A B C
1 1 11 1 1 7 no
_/\_ /\ _/\_ P=3 w35 3 0w 2R
20 20 5 5 10 10
D D D D D D
3.5 Quesito

Dimostrare che si ha:
n\ n—1 n n—1
k)  \k-1 k
dove n, k sono numeri naturali qualsiasi, con n > k > 0.

(Tratto dalla prova di maturita “ordinam 2001 - Q6")
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Risoluzione

n! B (n—1)! (n—1)!
=Kkl =1kt (k=1  (n—k—1)-K
n! B (n—1)! (n—1)!
(n—k)0-kl (n=k)l- (k=11 " (n—k—1)1-k(k —1)!
n! (n—1)! (n—1)!
=Kk =k (k=1 (k=1) T (n—k=1)- k(k = 1)
n! _ k(n=1)!4(n—k)(n—1)!
(n—K)!-k!'  (n—k)(n—k—1)!-k(k—1)!
n! ~n(n—=1)!
(n—K)\@-kl — (n— k) Kl
n! n!

(n— k) - Kl (n— k)l Kl

Q.E.D.

Venti palline sono poste in un'urna. Cinque sono rosse, cinque verdi, cinque gialle e
cinque bianche. Dall'urna si estraggono a caso, senza reimbussolamento, tre palline. Si
valutino le seguenti probabilita:

1. esattamente una pallina rossa;

2. tre palline sono di colori differenti.

(Tratto dalla prova di maturita “sperim PNI 2014 - Q3")

Risoluzione Dobbiamo considera che le estrazioni sono tre (tre sono i “posti disponibili per
le palline”) e senza reimbussolamento, ovvero ad ogni estrazione lo spazio campionario si riduce
di un'unita.

: e 5 .
1. La pallina rossa pud essere estratta con una probabilita pari a p(R') = 3 ¢ n tre

modi differenti: possiamo estrarla per prima, seconda o come terza. Cid significa che la
probabilita di estrarre una sola pallina rossa in tre modi possibili &

5
RY=3-p(R)=3-—.
p(R) p(R’) 0
La probabilitd di non estrarre una pallina rossa alla seconda estrazione & p(R) =
20-5 15
20—-1  19°
e . : . = 14
La probabilita di non estrarre una pallina rossa alla terza estrazione é p(R3) = I

La probabilita dell’'evento E; risulta essere

5 15 14 35
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2. In qualunque modo siano estratte le tre palline (gialle, verdi, rosse o bianche, non im-

porta) si ottiene sempre la stessa probabilita p(E}) = % 15 18’ perché i quattro

colori sono equamente distribuiti tra le 20 palline.

Per calcolare la probabilita dell'evento E,: “tre palline differenti”, occorre tenere presente
che oltre alla probabilita delle singole estrazioni, bisogna utilizzare un raggruppamento
semplice per individuare tutte le possibili configurazioni delle estrazioni: dobbiamo con-
siderare, ciog, che su quattro colori, soltanto tre compariranno nella configurazione finale
a tre posti, lasciandone fuori uno. Questo significa che quattro elementi (i quattro co-
lori, appunto) vanno raggruppati secondo gruppi di 3, senza ripetizione, perché i colori
devono essere tutti differenti: si tratta di una disposizione semplice di quattro elementi
(n = 4) di classe tre (k = 3).

La probabilita dell'evento E, risulta quindi essere

5 5 5 25

p(E2):D4’3.2_0.E-E:5—7.

3.7 Quesito

La “zara” & un gioco d'azzardo di origine araba che conobbe particolare fortuna in ltalia
in epoca medievale - ne parla anche Dante nella Divina Commedia - e si giocava con
tre dadi. Si confronti la probabilita di ottenere in un lancio la somma 9 con quella di
ottenere la somma 10.

(Tratto dalla prova di maturita “sperim PNI 2014 - Q8")

Risoluzione Prima di tutto occorre calcolare il numero dei casi possibili: ciascuno dei 3 dadi
offre 6 numeri possibili, per un totale di 6 casi possibili w.

Per individuare le terne di numeri che forniscono le somme 9 e 10 non si pud fare altro
che scriverle una per una: é possibile al pit utilizzare qualche scorciatoia offerta dal calcolo
combinatorio per ridurre in termini di tempo tale operazione, ma non ne se traggono grandi
vantaggi.

1. Terne di numeri la cui somma é 9

Le terne di numeri (senza ripetizione) che sommati danno il numero 9 sono:
(1, 2, 6)

(1, 3, 5)

(1, 4, 4)

(2, 2, 5)

(2, 3, 4)

(3,3,3)

Con un po’' di pazienza si converra alla verifica della correttezza di tale elenco che, ri-
petiamo, non consta di terne uguali, a meno dell'ordine degli elementi che presentano,
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a quelle scritte (es. la terna (2, 1, 6)).

Nell'elenco sono state evidenziate tre terne particolari, nelle quali nessun elemento &
ripetuto, cosa che invece avviene almeno una volta nelle restanti terne di numeri. E
possibile utilizzare il calcolo combinatorio solo per queste tre terne, al fine di individuare
il numero di tutte le possibili configurazioni ottenibili scambiando i numeri all'interno
della terna stessa.

Il risultato che si ottiene € lo stesso per le tre terne e percid andra moltiplicato per
3: quello che cerchiamo é una permutazione semplice di 3 elementi, ovvero P; = 3!.
Cosi, tutte le possibili configurazioni di queste tre terne sono 3 - Ps.

Per le 2 coppie in cui un elemento é ripetuto due volte, tutte le possibili configura-
zioni si ottengono moltiplicando per due il numero 3, che corrisponde a tutti i modi
possibili in cui possiamo disporre il numero non ripetuto all'interno di tale tipo di terne.

Infine, la terna che presenta tutti e tre i numeri uguali non dobbiamo ripeterla mai,
quindi si conta una sola volta.

Cosi facendo, i casi favorevoli fy affinché la somma dei numeri presenti nella terna
sia proprio 9 &
fo=3-P;3+2-3+1=3-314+2-34+1=25.

La probabilitad che la somma dei tre numeri usciti sia 9 & dunque

fy, 25

p(So) = PRI

. Analogo ragionamento pud essere fatto per le terne in cui la somma dei numeri & 10.
Le terne possibili (senza ripetizione) sono:

(1, 3, 6)

(1, 4, 5)

(2,2, 6)

(2, 3, 5)

(2, 4, 4)

(3,3, 4)

Le possibili configurazioni delle terne in cui non ci sono numeri ripetuti sono 3 - Ps.
Le possibili configurazioni delle terne in cui un numero é ripetuto due volte sono 3 - 3.

Si pud facilmente verificare che in questo caso non ci pud essere una terna con tre
numeri uguali: infatti, fino al numero 3 la somma sarebbe insufficiente (3 -3 < 10) e
oltre il numero 3 in eccesso (4 -3 > 10).

Quindi i casi favorevoli fiy affinché la somma dei numeri contenuti in una terna sia

10 sono
flo=3-3'+3.3=27.
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Cosi la probabilita che esca una terna di numeri la cui somma ¢é 10 risulta essere

fio 27

Po0) == 516

3.8 Quesito

Nello sviluppo di (2a® — 3b%)" compare il termine —1080a*b°. Qual & il valore di n?

(Tratto dalla prova di maturita “ordinam 2014 - Q3")

Risoluzione Per lo sviluppo di un binomio si utilizza la formula di Newton espressa nella

seguente forma:
" /n
A+ B)" = A"KBX,
(As8r=3 (7)

Sostituiamo ora i valori forniti dal testo del problema nella formula, ottenendo

n

(22 -36°)" =Y <Z) (22%)"*(—3b3)*.

k=0

Ora nel termine —1080a*b° riconosciamo che 4 = 2(n — k) e che 9 = 3k. Costruiamo il
seguente sistema per trovare il valore di n.

2(n—k)=4 n—k=2 n=2+3=5—-n=5
— —

Dalla risoluzione del sistema risulta che n = 5.

3.9 Quesito

Sen>3e(,"). (,",) e (,:3) sono in progressione aritmetica, qual & il valore di n?

(Tratto dalla prova di maturita “ordinam 2010 - Q8")

Risoluzione Per risolvere il problema, occorre riprendere la definizione di progressione arit-
metica: per una progressione aritmetica, vale la relazione

a,=a+(n—-1)d.

La ragione d rappresenta la distanza numerica costante che intervalla gli elementi della
successione. In particolare, sfruttando proprio la ragione d, possiamo scrivere quanto segue:

(73~ (7)< () =)



Proviamo a riscrivere con la legge dei tre fattoriali i tre coefficienti binomiali:

(") =
(ni2> - (n—,;!)!.Q! - n‘(n2_1)

(ni3> :(n_r;!)!.3! :"-(n—lg-(n—z)_

A questo punto riscriviamo la relazione in questo modo:

n-(n—-1)-(n—2) n-(n—=1) n-(n—1)

6 R S
n.(n_16)'(n_2):n'(n—1)—n
n-(n—=1)-(n—2)=6n-(n—-2)
n—1=6
n=71.

La soluzione n = 7 ¢é accettabile perché 7 > 3. Possiamo ora calcolare i tre numeri:

25
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Campione;

caso: c. favorevole, c. possibile;
classe (di raggruppamento);
coefficiente binomiale;
combinazione con ripetizione;
combinazione semplice;
condizione di coerenza;

De Finetti, Bruno;

definizione ricorsiva (fattoriale);
diagramma ad albero;
disintegrazione;

disposizione con ripetizione;
disposizione semplice;
distribuzione;

elemento;

esperimento aleatorio;
esponente;

estrazione;

eventi correlati negativamente;
eventi correlati positivamente;
eventi stocasticamente dipendenti;

eventi stocasticamente indipendenti;

evento: e. accaduto, e. aleatorio, e. campio-
ne, e. certo, e. contrario, e. elementare, e.
impossibile;

formula del binomio di Newton;

formula di ricorrenza;

27
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soltanto senso comune ridotto a calcolo.»
Pierre Simon Laplace

formula di Stifel:

frequenza relativa;

funzione fattoriale;

gruppo;

legge dei tre fattoriali;

legge delle classi complementari;
legge empirica del caso;
operazioni logiche;

ordine;

partizione;

permutazione con ripetizione;
permutazione semplice;
possibilita;

potenze di un binomio;

probabilitd: p. assiomatica, p. composta, p. con-
dizionata, p. soggettiva, p. statistica, p.
totale;

prodotto logico;

prove ripetute;

raggruppamenti;

reimbussolamento;

reinserimento;

schema delle prove ripetute (o di Bernoulli);
somma logica;

spazio dei campioni o degli eventi;

teorema di Bayes.



5 Formulario essenziale

«La maggior parte delle nostre decisioni e dei nostri
ragionamenti non avviene alla chiara luce del giorno,
ma nel crepuscolo della probabilita.»

John Locke

5.1 Calcolo combinatorio
Disposizioni semplici

Dox=n-(n—1)-(n—=2)-(n—=3)-...-(n—k+1), connkeN, k<n

Disposizioni con ripetizione
/ k >
D,y=n" connkeN, k=n
Permutazioni semplici
P,=nl, conn>?2

Permutazioni con ripetizione

|
(hk) —
P, = R conh+k+...4+r<n

Funzione fattoriale (definita ricorsivamente)
ol=1
(n+1)!=(n+1)-n!

Combinazioni semplici

D,
Cok = <Z) = P_:’ con n,k € N

=) = 5w

Legge delle classi complementari

Legge dei tre fattoriali



5.2. PROBABILITA

Combinazioni con ripetizione

k—1
Cok = Crik1k = (n+k ), conn k€N, k=n

Formula di ricorrenza

(kil):(l)-’;lﬁ

Formula del binomio di Newton

Formula di Stifel

5.2 Probabilita

Probabilita classica

casi favorevoli

p(E) =

casi possibili

Evento contrario

Probabilita

Probabilita

p(E) =1—p(E) = p(E) + p(E) = 1

statistica (frequentista)
F(E) = prove che verificano E
prove effettuate
soggettiva
prezzo da pagare
p(E) =

somma ricevuta se si verifica E

Somma logica di eventi

p(E1 U Ey) = p(E1) + p(E2) — p(E1 N Ey)

Teorema della probabilita totale

P(U E,-) = ZP(E:’)

Probabilita condizionata

P(El N E2)

) con p(E) £ 0

p(Ei|E2) =

29
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Teorema della probabilita composta (prodotto logico)

p(E1 N Ey) = p(Ey) - p(Ez|E1) eventi stocasticamente dipendenti

p(E1 N Ey) = p(Ey) - p(E2) eventi stocasticamente indipendenti

Schema delle prove ripetute (o di Bernoulli)

n _
Plkn) = (k) pe-qm

Formula di disintegrazione (probabilita degli effetti)

p(E) = p(E1) - p(E|E1) + p(E2) - p(E|E2) + ... + p(En) - (E|E,)
Teorema di Bayes (probabilita delle cause)

_ P(Ei) - p(E|E;)

P = e

,coni=12..n



Parte |l

Mappe
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